О характеристическом степенном множестве линейных сингулярных систем четной размерности by Красовский, С. Г.
Асимптотическая теория дифференциальных уравнений 39
показано, как получить оценку снизу для малых знаменателей, заданных целочислен-
ными многочленами в пространстве R×C×Qp1 ×Qp2 . Доказанная теорема является
решением уточненной задачи В. Г.Спринджука (1980 г.) в рассматриваемом простран-
стве.
Пусть P = P (t) = ant
n + · · · + a1t + a0 ∈ Z[t], an 6= 0, H = max(|an|, . . . , |a1|).
Пусть pi > 2 — простое число, Qpi — поле pi -адических чисел, | · |pi — pi -адическая
норма (i = 1, 2). Положим O = R × C × Qp1 × Qp2 . Определим меру µ в O как
произведение меры Лебега µ1 в R, меры Лебега µ2 в C и меры Хаара µpi в Qpi
(i = 1, 2), т. е. µ = µ1µ2µp1µp2 . Пусть T = I ×K ×Dp1 ×Dp2 ∈ O, где I — интервал
в R, K — круг в C, Dpi — диск в Qpi (i = 1, 2). Пусть Ψ : N → R+ — монотонно
убывающая функция, λ = (λ1, λ2, λ3, λ4), (v1, v2, v3, v4) — векторы в R
4. Рассмотрим
систему неравенств
|P (x)| < H−v1Ψ(H)λ1 , |P (z)| < H−v2Ψ(H)λ2 ,
|P (ω1)| < H
−v3Ψ(H)λ3 , |P (ω2)|p < H
−v4Ψ(H)λ4 , (1)
когда (x, z, ω1, ω2) ∈ O и v1 + 2v2 + v3 + v4 = n − 4, λ1 + 2λ2 + λ3 + λ4 = 1. Пусть
Mn(v, λ) — множество точек (x, z, ω1, ω2) ∈ T, для которых (1) имеет бесконечно
много решений в многочленах P. Доказана
Теорема. Если n > 4 и
∑
∞
H=1 Ψ(H) <∞, то µ(Mn(v, λ)) = 0.
В доказательстве используется метод существенных и несущественных областей
Спринджука, развитый и усовершенствованный В.Берником, В.Бересневичем и дру-
гими представителями Минской школы теории чисел.
Работа выполнена в рамках ГП БРФФИ «Конвергенция».
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Рассматриваем исходную линейную систему
x˙ = A(t)x, x ∈ Rn, t > 0, (1A)
с кусочно-непрерывной ограниченной матрицей A(t), совокупностью характеристи-
ческих показателей λ(A) ≡ (λ1(A), . . . , λn(A)) ∈ R
n, упорядоченной по неубыванию,
и коэффициентом неправильности Гробмана σΓ(A).
Определение 1 [1]. Характеристической степенью Демидовича d[x] решения
x(t) системы (1A) называется число
d[x] ≡ lim
t→+∞
ln ‖x(t)‖ − λ[x]t
ln t
,
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где λ[x] ≡ lim
t→+∞
t−1 ln ‖x(t)‖ — характеристический показатель Ляпунова того же
решения.
Рассмотриммножество нормальныхфундаментальных матриц XA(t) системы (1A),
характеристические показатели λi(A), i = 1, . . . , n, вектор-столбцов которых упоря-
дочены по неубыванию: λ1(A) 6 . . . 6 λn(A). Рассмотрим также характеристические
степени Демидовича di(A), i = 1, . . . , n, вектор-столбцов этих матриц. Решения, вхо-
дящие в матрицу XA(t) и отвечающие одному и тому же характеристическому пока-
зателю и различным характеристическим степеням, очевидно, линейно-независимы и,
следовательно, число их не превышает кратности данного характеристического пока-
зателя. Поэтому линейная система (1A) имеет конечное число различных характери-
стических степеней, которое, с учетом их кратности, равно порядку системы. Среди
множества матриц XA(t) выбрав те, для которых сумма характеристических степеней
Демидовича di(A), i = 1, . . . , n, вектор-столбцов минимальна, получим совокупность
(в общем случае неупорядоченную) d(A) ≡ (d1(A), . . . , dn(A)) ∈ R
n характеристиче-
ских степеней системы (1A).
Рассмотрим также сингулярно возмущенную систему
εy˙ = A(t)y +Q(t)y, y ∈ Rn, t > 0, ε ∈ (0, 1], (1(A+Q)/ε)
с кусочно-непрерывной матрицей Q(t), имеющей показатель Ляпунова λ[Q] 6 σ < 0.
Определение 2 [2]. Спектральным сигма-множеством системы (1A/ε) называ-
ется множество
Sσ(A/ε) ≡
⋃
λ[Q]6−σ
λ((A+Q)/ε) ⊂ Rn.
Определение 3. Степенным спектральным сигма-множеством, cоответствую-
щим точке µ ∈ Sσ(A/ε), назовем множество
Dσ(µ) ≡
⋃
λ[Q]6−σ, λ((A+Q)/ε)=µ
d((A+Q)/ε) ⊂ Rn.
Справедлива
Теорема. Для произвольного n ∈ N и любых действительных чисел λ1 6 . . .
. . . 6 λ2n, σ0 > 2 max
k=1,n
{λ2k − λ2k−1} ≡ 2L, существует 2n -мерная система (1A) с
бесконечно дифференцируемыми ограниченными коэффициентами и их производны-
ми, имеющая характеристические показатели λi(A) = λi, i = 1, 2n, и коэффициент
неправильности Гробмана σΓ(A) = σ0 такая, что спектральное сигма-множество
Sσ(A/ε) системы (1A/ε) при всяких σ > 0 и 0 < ε < (σ0 − 2L)σ
−1 содержит мно-
жество B точек µ = (µ1, . . . , µ2n) ∈ R
2n, такое, что mes2nB > 0, mes2nB → +∞
при ε→ +0, а каждой внутренней точке µ множества B соответствует харак-
теристическое степенное множество Dσ(µ) системы (1A/ε), совпадающее с R
2n.
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